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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ABSTRACT．
　　The　object　of　this　note　is　to　prove　that　the　set　of　llormalized　conformal
mappings　which　satisfy　the　Riemann　Mapping　Theorem　is　homeomorphic　to
aregion　of　definition．
　　The　Riemann　Mapping　Theorem【1】states：given　any　simply　connected
regionΩwhich　is　not　whole　plane，　and　a　point　aεΩ，　there　exists　a　unique
analytic　function　fa　inΩ，　normalized　by　the　conditions　fa（a）＝O，　f5（a）＞0，　such
th・t　f・d・fi…a・ne－tひ・n6　m・PPing・fΩ・nt・th・・P・n・血t　di・k　D・｛wl　M
＜1｝．
　　W・d…t・th・・et・f　th・・e血・・ti・n・by　3（Ω），　i・・e．，・Sp（Ω）・｛f。1・・Ω｝．　F・・
any　f，　gε　Y（Ω），　wesha皿define　a　distance　d。（f，　g）between　these　functions．　For
this　purpose　we　need，　first　of　all，　an　exhaustion　ofΩby　an　increasing　sequence
of　co鵬pact　sets　Kn⊂Ω．　By　this　we　mean　that　every　compact　subset　K　ofΩ
shaU　be　contained　in　a　Kn．　Let
　　　　　　　K・・｛・レεΩ，1・1≦・，d（・，C一Ω）≧1／・｝．
　　Then　K11（n≧1）satisfy　two　conditions
　　　　（1）。Kn⊂KR＋1
　　　　（2）・Ω・。01K。．
　　And　it　is　clear　that　each　Kn　is　bounded　and　closed，　hence　compact．　Any
compact　set　K⊂Ωis　bounded　and　at　positive　distance　from∂Ω；therefore　it
is　contained　in　a　Kn．
　　We　set
　　　　Pn（f・・）溜。陶一9（・）ド蜘f（・）－9（・）l
for　f，9ε・y（Ω），　which　may　be　described　as　the　distance　between　f　and　g　on　Kn．
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Finally，　we　agree　on　the　definition
　　　　・．（…）・嵩歩・1撃岩lflξ）、）
　　It　is　clear　that　d。（f，9）is負nite　and　satisfies　an　the　conditions　fbr　a　distance・
By　this　definition　we　obtain　next　lemma：
LEMMA　1．F・・seq・・nce圃・f　7（Ω），・h・t・ll・wi・g　tw…nditi・n・a・e
equivalent：
（・）｛ら｝・・n…g・・t・fi・th・・en・e・f　d．－di・t・nce・孟・・緯．．d・（f・・0＝0・
（＊＊）｛f。｝・・n…g・・unif・・mly　t・f血th・wider　sen・e・nΩ・
　　　　PROOF．（＊）⇒（＊＊）：
　　If　K　be　any　compact　set　ofΩ，　we　have　K⊂Kn，f6r　large　n．　For　eachε＞0，　if
　　　　　　　　　　　　δ　　　　　　　　　　　　　　＜ε，then　we　can　supPosewe　setδ＞0，　　　　　　　　　　1＿δ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　do（fk，f）＜δ／2n，
for　an　k　greater　than　a　certain　K。，because　d。（fk，f）→0．
　　Then
　　　　　　　　　　　歩・1聖認。＜・．（fk・・＜・／…
and　we　obtain
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　δ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＜ε．　　 　 　Pn（fk，0＜
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＿δ
　　Fin△11y　we　have
　　　　　　　　　　　　lfk（z）＿f（z）1≦Pn（fk，f）＜ε
fbr　aU　k　greater　than　a　certain　k。　and　2εK．　It　follows　that　the　convergence　is
unifotm　on　K．
（＊＊）⇒（・）：
　　　Given　anyε＞0，　we　can　choose　an　integer　n　such　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ1／2k〈ε／2．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　K≧n＋1
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　δ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈ε／2．Furthermore we take a small　6＞Osuch　that　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l一δ
　　By　the　uniform　convergence　on　a　compact　set　Kn，
　　　　　　　　　　　　If，（・）－f（・）1＜δ　（k≧k。，・εK。）。
　　Then
　　　　　・・（f・・D≦・・1臨？。≦R－、＜E／・・
　　We　note’pm（fk，f）≦Pn（fk，　f）when　1≦m≦n．　Now　it　fbllows　that
・・（fk・D≦壽1温・1畿？。盛1歩く撃1歩・S＜E
for　all　k≧k。，and　the　lemma　is　proved．
Let　us　define　a　function　F：Ω→EF（Ω）as　fbllows：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F（a）＝fa．
It　is　clear　that
LEMMA　2．　F　is　one－t（》－one　mapping　of　St　onto　Y（Ω）．
We　now　prove
LEMMA　3．Fis　continuious　mapping　onΩ．
　　PROOF．　SinceΩ，　and　3F（Ω）are　metric　space　it　is　sufficient　to　show　that　the
・eq・・nce｛F（・・）｝・・nv・・g・・t・F（・．）i・3（Ω）f・・any・eq・・nce｛・・｝・f
points　SZ　which　converges　to　a　point　a。eSZ．　We　let　denote
　　　　　　　　　　　　　　F（an）＝fn，　f．（an）＝bn，（n＝0，1，2，…・…・）．
Since。聖fξ（・・）＝fg（・・）＞0・th・・e　exi・t・・p・・itive　intege「N・u・h　that
1　fS（・。）1＞Of・・all・≧N・Th・・ef・・e，　f・・each　i・t・g・m≧N・t与・・e　exi・t・a
sequ・nce｛k。｝…hth・t
　　　　　　　　　　　　　　　　lk・1・i，k・・f6（・・）＞0・・nd瓢k・・1・
　　For　example，　kn＝exp（－i　arg　f．’（an）），（n≧N）．
　　We　can　find　the　fact
（A）．For　each　n≧N，　knfo　is　an　analytic　function　ofΩonto　D，　and　the　se・
　　　　quence｛knfo｝converges　to　fo　uniformly　i　l　the　wider　sense　on　St．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－21一
　　Now　for　each　n≧N，　we　put　cn＝knbn，　and　consider　an　analyt量c　function　gn
of　D　onto　itself　such　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　gn（Cn）＝0，9孟（Cn）＞0．
　　Let　us　consider　the　composed　function　hn＝gn（knfo），　for　each　n≧．N．　Figure
（＊）shows　the　relations　of　these　functions．　Then，　each　hn　is　an　analytic　function
ofΩonto　D．
　　Moreover　　　　　　　　　　，
　　　　　　　　　　　　hn（an）＝gn（knfo（an））＝gn（cn）＝0，
　　　　　　　　　　　　h孟（an）＝g丘（knfb（an））・knf6（an）＝g五（cn）・knf6（an）＞0．
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fig．（＊）．「
　　By　the　uniqueness　of　the　Riemann　Mapping　Theorem，we　conclude　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　hn＝fn　（n≧N）　（3）．
　　On　the　other　hand，　it　is　clear　that　gn　can　be　writtell　as
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・（・）・1葦睾（・≧N）・
and　it　floows　that：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－22一
（B）．Th・s・q・・nce｛9。｝・・n…g・・unif・・mly　t・th・id・ntity　f・n・ti・n
　　　　fo（z）＝z，　in　the　wider　sense　onΩ．
F・・mthe「?≠モ煤E（A），（B）w・k・・w　th・t　th・・eq・・nce｛h。｝（・≧N）・・n…g・・
unifomlly　to　ho＝fb　in　the　wider　sense　onΩ」t　follows　from（3）that　the
・eq・・nce｛F（a・）｝・・n…g・・t・F（・・）i・3（Ω），・nd・・th・1・mm・i・p・・v・d・
　　We　shall　show　next　the　continuity　ofF’1．
　　LEMMA　4．　F－1　is　continuious　mapping　on　Y（Ω）．
　　PROOF．　We　reca皿that　Y（Ω）is　metric　space　and　convergence　of　a　sequence
in　i弄（Ω）is　uniform　in　the　wider　sense　on　SZ．　Then　it　is　sufficient　to　show　the
sequential　continuity　of　F脚1．
　　L・t｛f。｝be　a・eq・・nce・f・1・m・nt・・f3（Ω）whi・h・・n…g・・t・f。eコ（Ω）・
Let　ao＝F°1（fo）．
　　By　the　application　of　Hurwitz’s　Theorem【1】we　conclude　that　evey　suffici－
ently　small　neighborhood　U　of　ao　contains　exactly　one　zero　of　each　fn　for　each
n≧N．
　　Denote　a11＝F°1（fn），（n＝1，2，3，……）二
　　Then　each　an　is　a　zero　of　fn，and　by　the　Riemann　Mapping　Theorem　the　only
zero．　Hence，　if　n≧N，　anEU，　i．　e．，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1im・a。＝1im・F’1（fn）＝a。，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　rpco　　　　n　co
and　the　continuity　ofF－1　is　proved二
From　these　lemma，　we　obtain　the　following　theorem：
THEOREM．　St　and　？（Ω）are　homeomorphic．
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